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一、单项选择题（每小题5分，共40分．）
1．已知全集U＝R，集合[image: image370.png]


，B＝{x||x|≤1}（　　）
[image: image2.png]U





A．[﹣1，0）
B．[﹣1，0）∪[1，2）
C．（1，2）
D．（0，1）
2．某个国家某种病毒传播的中期，感染人数y和时间x（单位：天）在18天里的散点图如图所示（　　）
[image: image3.jpg]HRAY
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A．y＝a+bx
B．y＝a+bex
C．y＝a+blnx
D．[image: image4.jpg]



3．在正项等比数列{an}中，若a2021是a2019，a2020两项的等差中项，则q＝（　　）
A．1
B．[image: image5.jpg]



C．[image: image6.jpg]



D．﹣1
4．已知向量[image: image7.jpg]


，[image: image8.jpg]


为单位向量，且|[image: image9.jpg]
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|＝|[image: image11.jpg]


﹣[image: image12.jpg]


|＝1[image: image13.jpg]


+[image: image14.jpg]


|＝（　　）
A．[image: image15.jpg]



B．[image: image16.jpg]



C．[image: image17.jpg]



D．[image: image18.jpg]



5．已知z∈C，且|z﹣i|＝1，i为虚数单位（　　）
A．2
B．[image: image19.jpg]A 2 +1




C．[image: image20.jpg]



D．[image: image21.jpg]



6．已知锐角α，β满足[image: image22.jpg]


，则[image: image23.jpg]1 1
e
cosT cosP sind sinP



的最小值为（　　）
A．4
B．[image: image24.jpg]



C．8
D．[image: image25.jpg]



7．算盘是一种手动操作计算辅助工具．它起源于中国，迄今已有2600多年的历史，是中国古代的一项重要发明（如图一），共两挡，自右向左分别表示个位和十位，梁上一珠拨下，记作数字5，上拨每珠记作数字1（例如图二中算盘表示整数51）．如果拨动图一算盘中的三枚算珠（　　）
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A．16
B．15
C．12
D．10
8．设双曲线[image: image27.jpg]


的左、右焦点分别为F1，F2，点P（异于顶点）在双曲线C的右支上，则下列说法正确的是（　　）
A．△PF1F2可能是正三角形


B．P到两渐近线的距离之积是定值


C．若PF1⊥PF2，则△PF1F2的面积为8


D．在△PF1F2中，[image: image28.jpg]sin/F PF, 5

Sin/PF,F -sin/PF F, 4




二、多项选择题：本题共4小题，每小题5分，共20分．在每小题给出的四个选项中，有多项符合题目要求，全部选对的得5分，部分选对的得3分，有选错的得0分．
9．已知正四棱台的上底面边长为1，侧棱长为2，高为[image: image29.jpg]


，则（　　）
A．棱台的侧面积为[image: image30.jpg]





B．棱台的体积为[image: image31.jpg]132






C．棱台的侧棱与底面所成的角[image: image32.jpg]ISE]






D．棱台的侧面与底面所成二面角的正弦值为[image: image33.jpg]



10．下列说法正确的是（　　）
A．某高中为了解在校学生对参加某项社会实践活动的意向，拟采用分层抽样的方法从该校三个年级的学生中抽取一个容量为60的样本，已知该校高一、高二，高三年级学生之比为6：5：4，则应从高二年级中抽取20名学生


B．线性回归方程[image: image34.jpg]v=bx+a



对应的直线至少经过其样本数据点中的一个点


C．命题“∀x＞0，lg（x2+1）≥0”的否定是“∃x＞0，lg（x2+1）＜0”


D．方差描述了一组数据围绕平均数波动的大小，方差越大，数据的离散程度越大，方差越小，数据的离散程度越小
11．已知圆O1：x2+y2﹣2x﹣3＝0和圆O2：x2+y2﹣2y﹣1＝0交点为A，B，则（　　）
A．圆O1和圆O2有两条公切线


B．直线AB的方程为x﹣y+1＝0


C．圆O2上存在两点P和Q使得|PQ|＞|AB|


D．圆O1上的点到直线AB的最大距离为[image: image35.jpg]



12．2021年3月30日，小米正式开始启用具备“超椭圆”数学之美的新logo．设计师的灵感来源于曲线C：|x|n+|y|n＝1．则下列说法正确的是（　　）
A．曲线C关于原点成中心对称


B．当n＝﹣2时，曲线C上的点到原点的距离的最小值为2


C．当n＞0时，曲线C所围成图形的面积的最小值为π


D．当n＞0时，曲线C所围成图形的面积小于4
三、填空题：本题共4小题，每小题5分，共20分．
13．请写出一个函数f（x）＝　                　，使之同时具有如下性质：①∀x∈R，f（x）＝f（4﹣x），②∀x∈R，f（x+4）（x）．
14．已知椭圆C的左、右焦点分别为F1，F2，直线AB过F1与椭圆交于A，B两点，当△F2AB为正三角形时，该椭圆的离心率为　                　．
15．已知函数f（x）＝[image: image36.jpg]sl (0>0, 09 <)

3
e



的部分图象如图所示，[image: image37.jpg]


＝　 　．
[image: image38.jpg]



16．如图，在3×3的点阵中，依次随机地选出A，B，则选出的三点满足[image: image39.jpg]


＜0的概率是　                　．
[image: image40.jpg]



四、解答题：本题共6小题，共70分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
17．△ABC的内角A，B，C的对边分别为a，b，c，[image: image41.jpg]™ m
cos(——-B) *sin(-;—+B) :%



，a+c＝2．
（1）求角B的大小；
（2）求△ABC外接圆面积的最小值．
18．在图1所示的平面图形ABCD中，△ABD是边长为4的等边三角形，BD是∠ADC的平分线，M为AD的中点，以BM为折痕将△ABM折起得到四棱锥A﹣BCDM（如图2）．
[image: image42.jpg]



（1）设平面ABC和ADM的交线为l，在四棱锥A﹣BCDM的棱AC上求一点N，使直线BN∥l；
（2）若二面角A﹣BM﹣D的大小为60°，求平面ABD和ACD所成锐二面角的余弦值．
19．某电台举办有奖知识竞答比赛，选手答题规则相同．甲每道题自己有把握独立答对的概率为[image: image43.jpg]


，若甲自己没有把握答对，其亲友团每道题能答对的概率为p，假设每道题答对与否互不影响．
（Ⅰ）当p＝[image: image44.jpg]


时，
（ⅰ）若甲答对了某道题，求该题是甲自己答对的概率；
（ⅱ）甲答了4道题，计甲答对题目的个数为随机变量X，求随机变量X的分布列和数学期望EX；
（Ⅱ）乙答对每道题的概率为[image: image45.jpg]


（含亲友团），现甲乙两人各答两个问题，若甲答对题目的个数比乙答对题目的个数多的概率不低于[image: image46.jpg]



20．已知函数[image: image47.jpg]() ==L (> 0)



．
（1）判断函数f（x）在（0，π）上的单调性；
（2）证明函数f（x）在（π，2π）内存在唯一的极值点x0，且[image: image48.jpg]£xg



．
21．已知椭圆[image: image49.jpg]2
H=1G>b>0)
b




的离心率为[image: image50.jpg]


，椭圆E上的点与其右焦点F的最短距离为[image: image51.jpg]


．
（1）求椭圆E的标准方程；
（2）若A，B，C为椭圆E上的3个动点，且△ABC的重心是O（0，0），并求这个定值．
22．若存在常数m∈R，使得对于任意n∈N*，都有an+1≥man，则称数列{an}为Z（m）数列．
（1）已知数列{an}是公差为2的等差数列，其前n项和为Sn，若Sn为Z（1）数列，求a1的取值范围；
（2）已知数列{bn}的各项均为正数，记{bn}的前n项和为Rn，数列{bn2}的前n项和为Tn，且3Tn＝Rn2+4Rn，n∈N*，若数列{cn}满足cn＝bn+[image: image52.jpg]


，且{cn}为Z（m）数列，求m的最大值；
（3）已知正项数列{dn}满足：dn≤dn+1（n∈N*），且数列{d2k﹣1d2k+1}为Z（r）数列，数列{[image: image53.jpg]doydopen



（s）数列，若[image: image54.jpg]


＝rsn}中必存在无穷多项可以组成等比数列．
参考答案
一、单项选择题（共8小题）.
1．已知全集U＝R，集合[image: image55.jpg]A= (th <0}



，B＝{x||x|≤1}（　　）
[image: image56.jpg]U





A．[﹣1，0）
B．[﹣1，0）∪[1，2）
C．（1，2）
D．（0，1）
解：由图可知所求集合为A∩B在A中补集，A∩B＝（0，∴阴影部分表示的集合是（1．
故选：C．
2．某个国家某种病毒传播的中期，感染人数y和时间x（单位：天）在18天里的散点图如图所示（　　）
[image: image57.jpg]HRAY
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A．y＝a+bx
B．y＝a+bex
C．y＝a+blnx
D．[image: image58.jpg]



解：由图可知，图象随着x的增大而增高，
结合选项，可判断y＝a+bex最适宜作为感染人数y和时间x的回归方程．
故选：B．
3．在正项等比数列{an}中，若a2021是a2019，a2020两项的等差中项，则q＝（　　）
A．1
B．[image: image59.jpg]



C．[image: image60.jpg]



D．﹣1
解：由题意2a2021＝a2019+a2020，
设正项等比数列{an}的公比为q（q＞0），
∴[image: image61.jpg]22020
+az02

a0



，
∵a2020≠0，∴2q3﹣q﹣1＝0，
解得q＝﹣[image: image62.jpg]


（舍去）．
故选：A．
4．已知向量[image: image63.jpg]


，[image: image64.jpg]


为单位向量，且|[image: image65.jpg]


[image: image66.jpg]


|＝|[image: image67.jpg]


﹣[image: image68.jpg]


|＝1[image: image69.jpg]


+[image: image70.jpg]


|＝（　　）
A．[image: image71.jpg]



B．[image: image72.jpg]



C．[image: image73.jpg]



D．[image: image74.jpg]



解：根据题意，若|[image: image75.jpg]


﹣[image: image76.jpg]


，则有|[image: image77.jpg]


﹣[image: image78.jpg]


|2＝[image: image79.jpg]


2+[image: image80.jpg]


4﹣2[image: image81.jpg]


•[image: image82.jpg]


＝1，
又由|[image: image83.jpg]


|＝|[image: image84.jpg]


，
则有[image: image85.jpg]


•[image: image86.jpg]


＝[image: image87.jpg]


，
则|2[image: image88.jpg]


+[image: image89.jpg]


|7＝4[image: image90.jpg]


2+[image: image91.jpg]


8+4[image: image92.jpg]


•[image: image93.jpg]


＝7，
即|8[image: image94.jpg]


+[image: image95.jpg]


|＝[image: image96.jpg]


；
故选：D．
5．已知z∈C，且|z﹣i|＝1，i为虚数单位（　　）
A．2
B．[image: image97.jpg]A 2 +1




C．[image: image98.jpg]



D．[image: image99.jpg]



解：由|z﹣i|＝1，z表示的轨迹为以C（0，7为半径的圆上．
设P（1，0），
则|z﹣5|的最大值＝|CP|+1＝[image: image100.jpg]


+8．
故选：B．
6．已知锐角α，β满足[image: image101.jpg]


，则[image: image102.jpg]1 1
e
cosT cosP sind sinP



的最小值为（　　）
A．4
B．[image: image103.jpg]



C．8
D．[image: image104.jpg]



解：因为锐角α，β满足[image: image105.jpg]


，
所以cos（α﹣β）＝cosαcosβ+sinαsinβ＝[image: image106.jpg]


，
令x＝cosαcosβ，y＝sinαsinβ，
则x+y＝[image: image107.jpg]


，
由题意得x＞3，y＞0，
则[image: image108.jpg]1 6
e
cosT cosP sind sinP



＝[image: image109.jpg]


＝8（x+y）（[image: image110.jpg]


[image: image111.jpg]o



）[image: image112.jpg]


＝5，
当且仅当x＝y时取等号，此时[image: image113.jpg]1 1
e
cosT cosP sind sinP



．
故选：C．
7．算盘是一种手动操作计算辅助工具．它起源于中国，迄今已有2600多年的历史，是中国古代的一项重要发明（如图一），共两挡，自右向左分别表示个位和十位，梁上一珠拨下，记作数字5，上拨每珠记作数字1（例如图二中算盘表示整数51）．如果拨动图一算盘中的三枚算珠（　　）
[image: image114.jpg]T AME T AME
B





A．16
B．15
C．12
D．10
解：不选十位时，有2种（3或2），
当十位选梁下选一个算珠时，有2种（12或16），
当十位选梁下选两个算珠时，有2种（21或25），
当十位选梁上选一个算珠时，有7种（52或56），
当十位选梁上选一个和梁下选一个算珠时，有2种（61或65），
当十位选选三个算珠时，有2种（30或70），
故不同的数字共有12个，
故选：C．
8．设双曲线[image: image115.jpg]


的左、右焦点分别为F1，F2，点P（异于顶点）在双曲线C的右支上，则下列说法正确的是（　　）
A．△PF1F2可能是正三角形


B．P到两渐近线的距离之积是定值


C．若PF1⊥PF2，则△PF1F2的面积为8


D．在△PF1F2中，[image: image116.jpg]sin/F PF, 5

Sin/PF,F -sin/PF F, 4




解：由双曲线方程可得，a＝3，c＝5，
由双曲线定义可知，|PF4|＝|PF2|+2a＞|PF6|，
∴△PF1F2不可能是正三角形，故A错误；
设P（x2，y0），则[image: image117.jpg]


，即[image: image118.jpg]-0y, *=144



，
双曲线的渐近线方程为4x±3y＝5，P到两渐近线的距离之积为：
[image: image119.jpg]l4xg-3vy| 132948y,

Jatea? | Aalia?



＝[image: image120.jpg]2
11630°-9v5" | 144
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为定值；
由PF1⊥PF2，得[image: image121.jpg]2
|PFg | 2+|PF, |°=|F F, |



，即[image: image122.jpg](|PF,|+2a) *+|PF, |?=2c°



，
解得[image: image123.jpg][PFo1=/41-8



，[image: image124.jpg][PFy1=4/41+3



，
∴[image: image125.jpg]IPF, | #|PF,|=16



，故C错误；
设P（x8，y0），则sin[image: image126.jpg]Iy,
LPFF T



[image: image127.jpg]Iy,
LPFSF TR T



，
在△PF1F2中，[image: image128.jpg]Sapr,r, =5 [PFy[*[PF, | sinl FgPF,



＝[image: image129.jpg]1
Llyyl+17,F



，
故sin[image: image130.jpg]|yol=IFiFpl
ZLF PR o™ 5, T+ TPF, |



，
则[image: image131.jpg]sin/F PFg
sin/PF,F -sin/PF gF,



＝[image: image132.jpg]|ygl=IFgFql
TPE [-TPF, [
Tvgl Tyl
[PF, [ TIPF, [



＝[image: image133.jpg]IFyFgl
[PF,[-IPF,[ 2a &




，故D错误．
故选：B．
二、多项选择题：本题共4小题，每小题5分，共20分．在每小题给出的四个选项中，有多项符合题目要求，全部选对的得5分，部分选对的得3分，有选错的得0分．
9．已知正四棱台的上底面边长为1，侧棱长为2，高为[image: image134.jpg]


，则（　　）
A．棱台的侧面积为[image: image135.jpg]





B．棱台的体积为[image: image136.jpg]132






C．棱台的侧棱与底面所成的角[image: image137.jpg]ISE]






D．棱台的侧面与底面所成二面角的正弦值为[image: image138.jpg]



解：对于A，易知棱台的侧面为四个全等的等腰梯形[image: image139.jpg]A E=/2



，则[image: image140.jpg]


，
下底面正方形ABCD的对角线[image: image141.jpg]AC=d4f 2+ 145

5



，则下底面的边长为3[image: image142.jpg]


，
∴[image: image143.jpg]


，选项A正确；
对于B，S上＝6，S下＝9，
∴[image: image144.jpg]X (S p+ST+[S LS p) X AE



＝[image: image145.jpg]132
1 (1egv3) xyfg =102



，选项B错误；
对于C，棱台侧棱与底面所成的角即为∠A1AE，由于[image: image146.jpg]AA =T, AE=AE=4/2



，故[image: image147.jpg]


；
对于D，过点E作EF⊥AD于点F1F，则∠A6FE为侧面与底面所成二面角，则[image: image148.jpg]sin/ A, FE=

mra
s



，选项D错误．
故选：AC．
[image: image149.jpg]



10．下列说法正确的是（　　）
A．某高中为了解在校学生对参加某项社会实践活动的意向，拟采用分层抽样的方法从该校三个年级的学生中抽取一个容量为60的样本，已知该校高一、高二，高三年级学生之比为6：5：4，则应从高二年级中抽取20名学生


B．线性回归方程[image: image150.jpg]v=bx+a



对应的直线至少经过其样本数据点中的一个点


C．命题“∀x＞0，lg（x2+1）≥0”的否定是“∃x＞0，lg（x2+1）＜0”


D．方差描述了一组数据围绕平均数波动的大小，方差越大，数据的离散程度越大，方差越小，数据的离散程度越小
解：对于A，用分层抽样的方法从该校三个年级的学生中抽取一个容量为60的样本，
应从高二年级中抽取的学生数为60×[image: image151.jpg]frd+d



＝20；
对于B，由最小二乘法求得的线性回归方程[image: image152.jpg]v=bx+a



，故B错误；
命题“∀x＞0，lg（x3+1）≥0”的否定是“∃x＞7，lg（x2+1）＜4”，故C正确；
方差是和中心偏离的程度，用来衡量一批数据的波动大小，
方差越大，数据的波动越大，方差越小，即离散程度越小．
故选：ACD．
11．已知圆O1：x2+y2﹣2x﹣3＝0和圆O2：x2+y2﹣2y﹣1＝0交点为A，B，则（　　）
A．圆O1和圆O2有两条公切线


B．直线AB的方程为x﹣y+1＝0


C．圆O2上存在两点P和Q使得|PQ|＞|AB|


D．圆O1上的点到直线AB的最大距离为[image: image153.jpg]



解：根据题意，圆O1：x2+y8﹣2x﹣3＝2，即（x﹣1）2+y2＝4，其圆心为（1，半径R＝2，
圆O2：x2+y4﹣2y﹣1＝4，即x2+（y﹣1）8＝2，其圆心为（0，半径r＝[image: image154.jpg]


，
依次分析选项：
对于A，两圆的圆心距d＝[image: image155.jpg]


[image: image156.jpg]


＜2，则圆O1和圆O2有两条公切线，A正确；
对于B，圆O4：x2+y2﹣4x﹣3＝0和圆O5：x2+y2﹣2y﹣1＝0，联立两个圆的方程可得x﹣y+5＝0，B正确；
对于C，直AB的方程为x﹣y+1＝42的圆心，则线段AB为圆O2的直径，故|PQ|≤|AB|；
对于D，圆O7的圆心为（1，0）[image: image157.jpg]


＝[image: image158.jpg]


，圆O1上的点到直线AB的最大距离为d+R＝2+[image: image159.jpg]


，D正确；
故选：ABD．
12．2021年3月30日，小米正式开始启用具备“超椭圆”数学之美的新logo．设计师的灵感来源于曲线C：|x|n+|y|n＝1．则下列说法正确的是（　　）
A．曲线C关于原点成中心对称


B．当n＝﹣2时，曲线C上的点到原点的距离的最小值为2


C．当n＞0时，曲线C所围成图形的面积的最小值为π


D．当n＞0时，曲线C所围成图形的面积小于4
解：对于A，在曲线C：|x|n+|y|n＝1中，以﹣x替换x，方程不变，
故A正确；
对于B，当n＝﹣2时n+|y|n＝8化为[image: image160.jpg]


，
由[image: image161.jpg]Gyt
&

1

)



＝[image: image162.jpg]


，
当且仅当x6＝y4时等号成立，得[image: image163.jpg]Vx2+y 80



，即曲线C上的点到原点的距离的最小值为2，
故B正确；
对于C，取n＝3，曲线C所围成图形的面积S＝[image: image164.jpg]1
~ X 7X 222
XX 2



，
故C错误；
对于D，当n＞6时1，则S＝4S5，
又在第一象限的曲线为xn+yn＝1，∴S1＜3×1＝1，则S＜2，
故D正确．
故选：ABD．
三、填空题：本题共4小题，每小题5分，共20分．
13．请写出一个函数f（x）＝　cos[image: image165.jpg]ra|d



x　，使之同时具有如下性质：①∀x∈R，f（x）＝f（4﹣x），②∀x∈R，f（x+4）（x）．
解：性质①：∀x∈R，f（x）＝f（4﹣x），
性质②：∀x∈R，f（x+4）＝f（x），
考虑同时具有对称性和周期性的函数，常见的是三角函数，
故f（x）＝cos[image: image166.jpg]-4



x（答案不唯一）．
故答案为：cos[image: image167.jpg]ra|d



x．
14．已知椭圆C的左、右焦点分别为F1，F2，直线AB过F1与椭圆交于A，B两点，当△F2AB为正三角形时，该椭圆的离心率为　[image: image168.jpg]


　．
解：不妨设椭圆的方程为[image: image169.jpg]7
H=1>b>6)
b




，
根据椭圆定义，|AF1|＝2a﹣|AF6|，|BF1|＝2a﹣|BF6|，△F2AB为正三角形，|AF2|＝|BF4|，
所以|AF1|＝|BF1|，即F3为线段AB的中点，
根据椭圆的对称性知AB垂直于x轴．
设|F1F2|＝7c，则[image: image170.jpg]2y/3¢

[AF { |=2ctan30” ==



，[image: image171.jpg]2 _%3c
|AFg =53



．
因为|AF1|+|AF5|＝2a，即[image: image172.jpg]


，
所以[image: image173.jpg]


．
故答案为：[image: image174.jpg]


．
15．已知函数f（x）＝[image: image175.jpg]sl (0>0, 09 <)

3
e



的部分图象如图所示，[image: image176.jpg]


＝　2　．
[image: image177.jpg]



解：根据图象可得，y＝﹣4cos（ωx+φ）的周期为2，
所以[image: image178.jpg]27



得ω＝π，
所以φ＝2kπ+[image: image179.jpg]o4



，k∈Z，
又因为0＜φ＜π，
所以φ＝[image: image180.jpg]ra|d



，故[image: image181.jpg]


＝5．
故填：2．
16．如图，在3×3的点阵中，依次随机地选出A，B，则选出的三点满足[image: image182.jpg]


＜0的概率是　[image: image183.jpg]


　．
[image: image184.jpg]



解：由题意可知A、B、C三点是有序的．
对点A可分三种情况讨论，如下图所示：
（1）第一类A为5号点，
①若∠BAC＝180°，三点共线有4条直线[image: image185.jpg]A2=8



种；
②若∠BAC＝135°，如点B再2号位，即确定第二号点有4种方法，
此时有4×[image: image186.jpg]345



＝16种；
[image: image187.jpg]e

de—se 44
4
7o Se LR



[image: image188.jpg]



（2）第二类A为7、3、7、3号点，不存在这样的点；
（3）第三类A为2、4、7、8号点，有三种情况
[image: image189.jpg]Se

6o

9



[image: image190.jpg]. Se o



[image: image191.jpg]



故有（1+3+2）×[image: image192.jpg]447



＝40种，
综上所述，满足[image: image193.jpg]


，因此[image: image194.jpg]


＝[image: image195.jpg]


，
故答案为：[image: image196.jpg]


，
四、解答题：本题共6小题，共70分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
17．△ABC的内角A，B，C的对边分别为a，b，c，[image: image197.jpg]™ m
cos(——-B) *sin(-;—+B) :%



，a+c＝2．
（1）求角B的大小；
（2）求△ABC外接圆面积的最小值．
解：（1）因为[image: image198.jpg]


，
所以[image: image199.jpg]T oy i (T m
cos (1) -sin(Z4B) s n (Z+B)=5



，即[image: image200.jpg]V3

i3
sin(+B)="7



，
因为B∈（0，π），
所以[image: image201.jpg]


，或[image: image202.jpg]


，
解得[image: image203.jpg]


，或[image: image204.jpg]


．
（2）由正弦定理[image: image205.jpg]


，可得[image: image206.jpg]


，
所以△ABC外接圆面积[image: image207.jpg]


，
①当[image: image208.jpg]


时，由余弦定理可得：[image: image209.jpg]m
%+cP-gaconsg= (ate) *- (2+4/3) ac=d- (2+3) ac



，
因为[image: image210.jpg]ac< (5o
(2
7C )

2



，
所以[image: image211.jpg]b2 4-(21/3) (B



，
因此△ABC外接圆面积的最小值[image: image212.jpg]T2-43)

k3
6oin’—

=3V




．
②当[image: image213.jpg]


时，由勾股定理可得[image: image214.jpg]6
EREINCLOLA




，
因此△ABC外接圆面积的最小值[image: image215.jpg]


．
18．在图1所示的平面图形ABCD中，△ABD是边长为4的等边三角形，BD是∠ADC的平分线，M为AD的中点，以BM为折痕将△ABM折起得到四棱锥A﹣BCDM（如图2）．
[image: image216.jpg]



（1）设平面ABC和ADM的交线为l，在四棱锥A﹣BCDM的棱AC上求一点N，使直线BN∥l；
（2）若二面角A﹣BM﹣D的大小为60°，求平面ABD和ACD所成锐二面角的余弦值．
解：（1）解法1：延长CB，DM，如图3所示，
[image: image217.jpg]



因为点A，E既在平面ABC内，
所以直线AE为平面ABC与AMD的交线l，
因为BD为是∠ADC的平分线，且BD⊥BC，
取AC中点N，连接BN，
所以直线BN∥AE，即BN∥l，
故N为棱AC的中点．
解法7：取DC的中点F，AC的中点为N，FN
[image: image218.jpg]



因为△DBC为直角三角形，所以[image: image219.jpg]BF%CD:DF



，
所以△BFD为等边三角形，所以∠MDB＝∠DBF＝60°
所以MD∥BF，
又NF为△ACD的中位线，所以AD∥NF，
因为NF∩BF＝F，AD∩MD＝D，
所以平面AMD∥平面BNF，
因为平面ABC和ADM的交线为l，平面ABC和平面BNF的交线为BN，
所以直线BN∥l，故N为棱AC的中点．
评分说明：用法8可以不需要做出平面ABC和ADM的交线为l，
（2）因为BM⊥AM，BM⊥MD，
又因为AM＝MD，
所以△AMD为等边三角形，
取MD的中点O为坐标原点，以OM所在直线为x轴，以OA所在直线为z轴，
[image: image220.jpg]



则D（﹣1，0，7），[image: image221.jpg]A0, 0, Af4)



，[image: image222.jpg]C(-5, 4f2, 0)



，[image: image223.jpg]B(1, 43, 0)




所以[image: image224.jpg]DA=(4, 0, A/3)



，[image: image225.jpg]DC=(-5, 4,/3, 5)



，[image: image226.jpg]DE=(2, 24/3, 0)



，
设平面ACD的法向量为[image: image227.jpg]


，则[image: image228.jpg]


，即[image: image229.jpg]+32=0




，
令[image: image230.jpg]


，则x＝3，[image: image231.jpg]


[image: image232.jpg]


，
设平面ABD的法向量为[image: image233.jpg]


，则[image: image234.jpg]


，即[image: image235.jpg]ah/gc=0
Da+63b=0



，
令[image: image236.jpg]


，则a＝3，[image: image237.jpg]


[image: image238.jpg]BENEY!



，
设平面ABD和ACD所成锐二面角的大小为θ，
所以[image: image239.jpg]18X 33 X (A3)+{3) X (3)| 8
T s (o il T e (g 5




，
所以平面ABD和ACD所成锐二面角的余弦值为[image: image240.jpg]


．
19．某电台举办有奖知识竞答比赛，选手答题规则相同．甲每道题自己有把握独立答对的概率为[image: image241.jpg]


，若甲自己没有把握答对，其亲友团每道题能答对的概率为p，假设每道题答对与否互不影响．
（Ⅰ）当p＝[image: image242.jpg]


时，
（ⅰ）若甲答对了某道题，求该题是甲自己答对的概率；
（ⅱ）甲答了4道题，计甲答对题目的个数为随机变量X，求随机变量X的分布列和数学期望EX；
（Ⅱ）乙答对每道题的概率为[image: image243.jpg]


（含亲友团），现甲乙两人各答两个问题，若甲答对题目的个数比乙答对题目的个数多的概率不低于[image: image244.jpg]



解：（Ⅰ）（ⅰ）记事件A为“甲答对了某道题”，事件B为“甲确实会做”，
则P（B|A）＝[image: image245.jpg]


＝[image: image246.jpg]—|w
e



＝[image: image247.jpg]


．
（ⅱ）X可能取值为0，2，2，3，8，甲答对某道题的概率为P（A）＝[image: image248.jpg]


+[image: image249.jpg]


×[image: image250.jpg]


＝[image: image251.jpg]


，
则X～B（5，[image: image252.jpg]


），P（X＝k）＝[image: image253.jpg]


[image: image254.jpg]


[image: image255.jpg]6\ 4k
&



，8，2，3，8），
则X的分布列为：
	&nbsp;X
	&nbsp;0
	&nbsp;1
	&nbsp;6
	&nbsp;3
	&nbsp;4

	&nbsp;P
	&nbsp;[image: image256.jpg]16
625




	&nbsp;[image: image257.jpg]96
625




	[image: image258.jpg]216
625




	&nbsp;[image: image259.jpg]216
625




	&nbsp;[image: image260.jpg]81
625






则E（X）＝6×[image: image261.jpg]


＝[image: image262.jpg]12




（Ⅱ）记事件Ai为“甲答对了i道题”，事件Bi为“乙答对了i道题”，其中甲答对某道题的概率为[image: image263.jpg]


+[image: image264.jpg]


[image: image265.jpg]


（1+p）[image: image266.jpg]


（1+p）＝[image: image267.jpg]


，
则P（A1）＝[image: image268.jpg]


•[image: image269.jpg]


（8+p）•[image: image270.jpg]


[image: image271.jpg]


（1﹣p4），
P（A2）＝[[image: image272.jpg]


（1+p）]2＝[image: image273.jpg]


（1+p）5，
P（B0）＝[image: image274.jpg]


＝[image: image275.jpg]


，P（B1）＝[image: image276.jpg]


•[image: image277.jpg]


•[image: image278.jpg]


＝[image: image279.jpg]


，
所以甲答对题数比乙多的概率为：
P（A1B0∪A7B0∪A2B7）＝P（A1B0）+P（A5B0）+P（A2B8）
＝[image: image280.jpg]


（8﹣p2）•[image: image281.jpg]


+[image: image282.jpg]


（7+p）2•[image: image283.jpg]


+[image: image284.jpg]


（3+p）2•[image: image285.jpg]



＝[image: image286.jpg]


（3p5+10p+7）≥[image: image287.jpg]


，
解得[image: image288.jpg]


≤p＜1，
甲的亲友团助力的概率P的最小值为[image: image289.jpg]


．
20．已知函数[image: image290.jpg]() ==L (> 0)



．
（1）判断函数f（x）在（0，π）上的单调性；
（2）证明函数f（x）在（π，2π）内存在唯一的极值点x0，且[image: image291.jpg]£xg



．
解：（1）由于[image: image292.jpg]() ==L (> 0)



，得[image: image293.jpg]DX (5>>8)




，
设g（x）＝xcosx﹣sinx，其导函数g′（x）＝﹣xsinx，
在区间（0，π）上，g（x）单调递减，
所以在区间（0，π）上g（x）＜2，从而函数f（x）在（0；
（2）证明：由第（1）问，
在区间（π，2π）上，g（x）单调递增，g（7π）＝2π＞0，
所以存在唯一的x8∈（π，2π）0）＝8，
在区间（π，x0）上，f′（x）＜0，
在区间（x3，2π）上，f′（x）＞0，
所以x2为函数f（x）在（π，2π）上的唯一极小值，
其中[image: image294.jpg]


，[image: image295.jpg]


，
所以[image: image296.jpg]x € G, Loy



，且[image: image297.jpg]£

4
2

ry="2V3
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，[image: image298.jpg]3
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，
由于[image: image299.jpg]4 3
f(gn)>f(?7[)



，故[image: image300.jpg]x5



．
21．已知椭圆[image: image301.jpg]2
H=1G>b>0)
b




的离心率为[image: image302.jpg]


，椭圆E上的点与其右焦点F的最短距离为[image: image303.jpg]


．
（1）求椭圆E的标准方程；
（2）若A，B，C为椭圆E上的3个动点，且△ABC的重心是O（0，0），并求这个定值．
解：（1）设P（x，y）为椭圆E上的点，0）为椭圆E的右焦点，
因为[image: image304.jpg]=J



，[image: image305.jpg]


，
所以[image: image306.jpg]PF 1= (=) 2™




，
又﹣a≤x≤a，所以[image: image307.jpg]IPF | pip=a-c=+/2-6



，
因为[image: image308.jpg]


，所以[image: image309.jpg]


，所以b＝1，
故椭圆的标准方程为[image: image310.jpg]


．
（2）解法一，设A（m，B（x2，y1），C（x2，y3），
因为△ABC的重心是O（0，0）6+x2＝﹣m，y1+y4＝﹣n，
又因为A（m，n）1，y1），C（x4，y2）椭圆E上的动点，
所以[image: image311.jpg]34048
%342y =2



，[image: image312.jpg]7 B,
X442y =2



，m2+7n2＝2，
所以[image: image313.jpg]7
x2-x3+2y | -2v5=0



，（x1﹣x2）（x1+x2）+2（y1﹣y2）（y6+y2）＝0，
若x5≠x2，[image: image314.jpg]v175v,

#TEy

Xty

2(y,+)
5



，则直线BC的斜率[image: image315.jpg]


，
直线BC的方程为[image: image316.jpg].

&)=

s



，化简得mx+2ny+5＝0，
所以△ABC的边BC上的高[image: image317.jpg]he——s
Arf+dn? Yo+t




，
所以[image: image318.jpg]{mx+2ny+1:8

<242y5




，所以2x7+2mx+1﹣4n2＝0，
所以x7+x2＝﹣m，[image: image319.jpg]


，
所以[image: image320.jpg]2
el 1o | -x, |42 &
1=V 1" =2 =57 m?+8n? - :f? 2+2n°



，
所以[image: image321.jpg]


，
若x8＝x2，则A为椭圆E长轴端点，不妨设[image: image322.jpg]A2, 3)



[image: image323.jpg]


，
所以[image: image324.jpg]


，
所以[image: image325.jpg]Sasac e X3 X (7 A2)=TL0



，
综上所述，△ABC的面积为定值[image: image326.jpg]Ea



．
解法二：设A（m，n）6，y1），C（x2，y4），
因为△ABC的重心是O（0，0）6+x2＝﹣m，y1+y7＝﹣n，
当直线BC的斜率存在时，设直线BC的方程为y＝kx+p，
则△ABC的边BC上的高[image: image327.jpg]


，
联立方程，得[image: image328.jpg]¥kt

<2aay’




，消元得（1+5k2）x2+8kpx+2p2﹣6＝0，
所以[image: image329.jpg]


，[image: image330.jpg]2p°-7

TR ot



，
所以[image: image331.jpg]¥ +7 =k (x4 +x5) +2p: P S~

144K 2



，
所以[image: image332.jpg]


，[image: image333.jpg]2p
342k




，所以[image: image334.jpg]3kj
2y 2B y2
1+2k 1+2k




，
化简得4p2＝1+6k2，[image: image335.jpg]1BC] =y 1418 | x - x5 |5 3412





＝[image: image336.jpg]3 Jap2 4 1412
1+k 24 1+k
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，
所以[image: image337.jpg]1 aep® A7’ V7+k
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＝[image: image338.jpg]


，
当直线BC的斜率不存在时，则A为椭圆E长轴端点[image: image339.jpg]Al\f2, 6)



，
此时[image: image340.jpg]


，所以[image: image341.jpg]


，
所以[image: image342.jpg]Sasnc =S X/F X (EA2)-2LE



，
综上所述，△ABC的面积为定值[image: image343.jpg]88



．
22．若存在常数m∈R，使得对于任意n∈N*，都有an+1≥man，则称数列{an}为Z（m）数列．
（1）已知数列{an}是公差为2的等差数列，其前n项和为Sn，若Sn为Z（1）数列，求a1的取值范围；
（2）已知数列{bn}的各项均为正数，记{bn}的前n项和为Rn，数列{bn2}的前n项和为Tn，且3Tn＝Rn2+4Rn，n∈N*，若数列{cn}满足cn＝bn+[image: image344.jpg]


，且{cn}为Z（m）数列，求m的最大值；
（3）已知正项数列{dn}满足：dn≤dn+1（n∈N*），且数列{d2k﹣1d2k+1}为Z（r）数列，数列{[image: image345.jpg]doydopen



（s）数列，若[image: image346.jpg]


＝rsn}中必存在无穷多项可以组成等比数列．
解：（1）因为数列{an}是公差为2的等差数列，其前n项和为Sn，
所以Sn＝[image: image347.jpg]X
na 22D EE 3 (o Dy



，
因为Sn为Z（1）数列，所以Sn+5≥Sn，则[image: image348.jpg]1) %+(ag-1) (+1) Zn+(a;- Un



；
所以a4≥﹣2n（n∈N*），即a1≥﹣3；
（2）令3Tn＝Rn2+6Rn中n＝1得，[image: image349.jpg]=R%
3T,=R{+6R,



，即[image: image350.jpg]3bg

by Z+db,



，而数列{bn}的各项均为正数，所以b6＝2，
由3Tn＝Rn4+4Rn，可得3Tn+8＝Rn+12+8Rn+1，即[image: image351.jpg]3027 =Roy ~RE+4b 1y = (R ~Ry) (Ryyy +R,, ) +4by



，
由bn+1＞6可得3bn+1＝Rn+2+Rn+4，则3bn+8＝Rn+2+Rn+1+6，
两式相减得3bn+2﹣5bn+1＝bn+2+bn+3，即bn+2＝2bn+8，
当n≥2时，bn+1＝6bn，
而[image: image352.jpg]3T,=R5+4R,



，则[image: image353.jpg]3(4+b3)= (2+bg) 2+4(8+b,)



，即[image: image354.jpg]4 4p =
by-4b,=7



，而b2＞0，则b2＝4，[image: image355.jpg]


，
所以{bn}时首项为2，公比为2的等比数列，[image: image356.jpg]


，
所以cn＝bn+[image: image357.jpg]


＝8n+2﹣n，而数列{cn}为Z（m）数列，则cn+1≥mcn，即8n+1+2﹣n﹣3≥m（2n+2﹣n），
所以[image: image358.jpg]


，则[image: image359.jpg]17
10



，
所以m的最大值为[image: image360.jpg]


；
（3）证明：因为数列{d4k﹣1d2k+8}为Z（r）数列，所以rd2k﹣1d2k+1≤d2k+5d2k+3，即rd4k﹣1≤d2k+3；
而数列{[image: image361.jpg]doydapez



}为Z（s）数列，s[image: image362.jpg]daydopen



≤[image: image363.jpg]


2k+6≤d2k；
而[image: image364.jpg]


＝rs1≤d5，d7≤d6，所以sd6≤d8＝d1rs≤sd5，
则d8＝d6且中间每个等号都需取等，即sd6＝d5＝d1rs＝sd5，
而[image: image365.jpg]


＝rs，d1≤d6，所以rs≥1，又因rd5≤d2，sd10≤d6，
所以rsd10≤rd5＝rd8≤d9≤d10，则rs≤1，所以rs＝7，
即d10≤rd5＝rd6≤d2≤d10，d9＝d10，且中间每个等号都需取等，
递推得[image: image366.jpg]Ayers = sz
Goiert T g7

Ay =Ty o



，证明完毕．
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